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Analiza efektywnosci obliczeniowej opji
na przyktadzie modelu F. Blacka i M. Scholesa

Wprowadzenie

Jednym z najwickszych osiagnie¢ w dziedzinie finanséw jest model wyceny
opcji autorstwa F. Blacka i M. Scholesa (1973, s. 637-654). Opracowane podej-
$cie opiera si¢ na zalozeniu stanowiacym, iz ceny aktywow, na ktdre opiewaja
opcje, podlegaja geometrycznemu ruchowi Browna, w ktorym zmiennos¢ notowan
walorow bazowych jest stata. Uproszczenie to nie pozwala jednak modelowac rze-
czywistego zachowania rynkow finansowych. Jak zauwaza bowiem m.in. R. Cont
(2007, s. 289-309), empiryczne dane dotyczace zmian cen akcji i ich indeksow
wskazuja na istnienie nadmiaru zmiennos$ci stop zwrotu (Fama, French 1993,
s. 3-56), wystepowanie grubych ogondéw w ich rozktadach i dodatniej kurtozy
(Jondeau, Rockinger 2003, s. 559-581), braku liniowej autokorelacji rentowos$ci
papieréw wartosciowych (Mandelbrot 1963, 394—419), sktonnosci dochodowosci
walorow i ich portfeli do uktadania si¢ w klastry (Lux, Marchesi 2000, s. 675-702)
oraz korelacji wolumenu obrotu ze zmiennos$cig rentownosci (Fleming, Kirby 2011,
s. 1714-1726). Zjawiska te przyczynily si¢ do powstania alternatywnych sposo-
boéw opisu Sciezek cenowych aktywow 1 ich koszykdéw oraz opracowania nowych
podejs¢ do okreslania wartos$ci kontraktow bazujacych na prawach pochodnych.
Skonstruowane w tym celu modele mozna podzieli¢ na te, w ktorych:

* dopuszczona jest mozliwos¢ wystepowania skokow kursowych, tj. modele S.
Kou’a (2002), VG (Madan, Carr, Chang 1998, s. 79—105), NIG (Barndorff-
-Nielsen 1998, s. 41-68), CGMY (Carr et al. 2002, s. 305-332);

» funkcjonuje zalozenie o braku stato$ci zmian wariancji kurséw aktywow bazo-
wych w czasie, tj. modele J. Hulla i A. White’a (1987, s. 281-300), E. Steina
i J. Steina (1991, s. 727-752), S. Hestona (1993, s. 327-343), C. Balla
i A. Romy (1994, s. 589-607) itd.;

e parametry” nie sg state, np. SABR (Hagan et al. 2002, s. 84—108).
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Narzgdziem, czgsto wykorzystywanym w procesie okreslania warto$ci opcji,
zarowno w modelach Levy’ego (modele F. Blacka i M. Scholesa, S. Kou’a, VG,
NIG, CGMY), jak i typu affine (modele stochastycznej zmiennosci), jest transfor-
mata Fouriera. Ze wzgledu na to, ze moze ona zosta¢ uwzgledniona w przeksztat-
ceniach matematycznych na rézne sposoby, istotnym wydaje si¢ wybodr takiego
podejscia, ktore jest najbardziej efektywne.

Celem niniejszego artykutu jest przeglad istniejacych sposobow wykorzysta-
nia transformaty Fouriera w procesie okreslania wartosci opcji waniliowych typu
europejskiego oraz zaproponowanie autorskiej koncepcji, ktéra moze stanowic
alternatywe w stosunku do wczesniej opracowanych podej$é. Wszystkie oblicze-
nia wykonywane sa przy zalozeniu, ze uproszczenia w funkcjonowaniu rynkow
finansowych sformutowane przez F. Blacka i M. Scholesa (1973) sa prawdziwe.
Warto zauwazy¢, ze opracowana metodologia moze by¢ wykorzystana w modelach
Levy’ego oraz, po pewnych modyfikacjach, podlega¢ implementacji do modeli
typu affine. W ramach podejmowanej problematyki przedmiotem szczegdlnego
zainteresowania czyni si¢ wybor takiego podej$cia bazujacego na transformacie
Fouriera, ktore jest najbardziej efektywne pod wzgledem szybko$ci generowania
wartosci teoretycznych opcji oraz precyzji obliczeniowej. Czynnikami ryzyka bra-
nymi pod uwage sa cena i zmienno$¢ notowan instrumentu bazowego oraz czas
pozostajacy do wygasniecia opcji.

1. Wycena opcji w modelu F. Blacka i M. Scholesa

Istniejg dwa podstawowe podejscia do wyceny opcji w ramach modelu F. Blac-
ka i M. Scholesa (1973). Pierwsze z nich bazuje na rozwigzaniu réwnania roz-
niczkowego czastkowego drugiego rzedu, ktére przyjmuje nastepujacag postac:

avis,.t)
. + il ik
a5 ar

EV(.S},E} _

g T'I":. +T5&B—.S'r 0 (1)

1 *v(s.t)
: 253 L

gdzie:

V(S,,t) — warto$¢ opcji zalezna od ceny instrumentu podstawowego S, i czasu ¢,
o — zmienno$¢ stopy zwrotu z aktywow, na ktore opiewa kontrakt,

r — stopa zwrotu wolng od ryzyka.

Ostatecznie, wartosci opcji kupna i sprzedazy wyznaczane sg odpowiednio
zgodnie z ponizszymi formutami (model okreSlany dalej jako BS):

C(5,,t) =5N(d,) —Ke TN (d;) @)

P(S,.t) = Ke "IN (—d,) — 5, (—d,) (3)
gdzie:
K — cena wykonania opcji,
N(.) — dystrybuanta wystandaryzowanego rozktadu normalnego.



Analiza efektywnos$ci obliczeniowej opcji na przyktadzie modelu... 139

Drugie podejscie, nazywane martyngalowym, zaktada, iz cena opcji jest warto-
$cig oczekiwang przysztych przeplywoéw pienigznych zdyskontowanych wzgledem
pewnej miary martyngatowej na moment dokonywania analizy. W konsekwenc;ji,
warto$¢ kontraktow kupna 1 sprzedazy obliczana jest odpowiednio przy wykorzy-
staniu nast¢pujacych wzorow:

. {msr —I(mzrr +(r —%cr"} (T- r})}n_

Spof2na? (T—t) exp|- dSz (4)

C(St:t) = E_T(T_t} f:(sT_ K) 262 (T—t)

N {zns;-—(ms&l&—ia‘;}(r—ﬂ)}m-

— Tt} K —
P(5,t)=¢ Iu (K —5;) P ) exp ds; (5)

2a®(T-t)

2. Przeglad modeli wyceny opcji
opartych na transformacie Fouriera

Wyr6zni¢ mozna sze$¢ podstawowych modeli pozwalajacych wyceni¢ opcje
przy wykorzystaniu transformaty Fouriera. Ze wzglgdu jednak na to, ze ich doktad-
na analiza zostata przeprowadzona wczesniej (Orzechowski 2014, s. 157-174),
w dalszej czesci artykutu bedace przedmiotem zainteresowania koncepcje sg pre-
zentowane jedynie skrotowo.

Pierwszym z przedstawianych modeli jest model G. Bakshi i D. Madana (2000,
s. 205-238) (okreslany dalej jako BS-BM). W ramach tego podejscia ceny akty-
wow bazowych oraz rozliczenia przeksztatcane sg do wartosci logarytmicznych.
W rezultacie formuta (4) przyjmuje nastepujaca postac:

C(S0t) = e 7T [*(e — e¥)ii(s,10,)ds (6)

gdzie:

srik — to odpowiednio logarytmy naturalne ceny aktywoéw podstawowych
w momencie rozliczenia i ceny wykonania opcji

g(s-1Q,) — oznacza funkcje gestosci prawdopodobienstwa zmiennej sy przy fil-
tracji 12,

Nastepnie, prawa strona rownania (6) rozbijana jest na dwie cze$ci. Dla kazdej
z nich wyznaczane sg transformaty Fouriera, ktére sg kolejno odwracane. W rezul-
tacie podjetych dziatan otrzymywany jest wzor na warto$¢ teoretyczng opcji, tj.:
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gdzie:

¢(.) — transformata Fouriera,

R[.] — czeS¢ rzeczywista funkcji podcatkowe;,
i — czg$¢ urojona liczby zespolone;j.

Drugim modelem wyceny opcji jest model P. Carra i D. Madana (1999,
s. 61-73) (okreslany dalej jako BS-CM). Punktem wyjscia rozpatrywanego podej-
$cia jest zmiana cen aktywow bazowych i rozliczenia do postaci logarytmicznej, co
pozwala otrzymac formule (6). Nastepnie, za funkcje gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej sy podstawiana jest jej funkcja charakterystyczna, cena opcji za$ ulega
modyfikacji przy pomocy parametru «. Ostatecznie, dla otrzymanej wielkosci,
obliczane sg transformata Fouriera oraz odwrotna transformata Fouriera. Podjcte
dziatania pozwalaja wygenerowa¢ formutg okre$lajaca warto§¢ modelowa opcji
kupna, tj.:

—ak -7 E
. = _iE o8 L @E-(a+1)i)
C{T:} T Tan I_m € g a® +a—E2+i(2a+1)E ®)

Otrzymany wynik jest modyfikowany przez P. Carra i D. Madana dla opcji
o krotkich terminach pozostajacych do wygasnigcia. Ostatecznie, wzor na wycene
instrumentéw finansowych bazujacych na prawach pochodnych przybiera postaé:

=1 1 —ike S —ta) +5({+a) 9
Z{:T:} ginh{ak) 2x ¥ —oo € 2 d(',: ( )

- _ —rr[ 1 -0 #(E-0D ]
gdzie: Gr(§) = e [1+:‘{ if + iEl1+iE)]”

Trzecim modelem opartym na transformacie Fouriera jest model M. Attariego
(2004) (metoda okreslana dalej jako BS-A). Wyprowadzenie rozpatrywanego podej-
$cia rozpoczyna si¢ od uogolnienia procesu odpowiedzialnego za ksztaltowanie
cen instrumentu bazowego do nastgpujacej postaci:

5. =5, T (T—t)+x(tT) (10)
gdzie:
x(t,T) — losowy ,,szok cenowy” aktywow bazowych, ktéory moze by¢ utozsamiany
zardwno ze skokiem kursowym, jak i dowolnym procesem o charakterze
losowym.
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Zaktadajac, ze x(,7) ma rozktad normalny, tatwo mozna przetransformowac
wzor (6) do nastgpujacej postaci:

S ) e g(x(t, T))dx(t,T) — e "7k [ §(x(t, 7)) dx (e, T) =
(11)

=S.m—e —r(T- ”}K‘rrz

. K
gdz1e: = W.
t

Dostrzezenie tego, ze 0 < _j'!m ex(‘*ﬂé{x(t, T))dx(t,T) < 1, umozliwia
potraktowanie m; i 7, jak funkcji gestosci prawdopodobienstwa. Wyznaczenie
dla tych wielkosci transformat Fouriera oraz odwrotnych transformat Fouriera
pozwala na wyprowadzenie formuly okreslajacej warto$¢ opcji, tj.:

)] ) -

-0k (1w o) (T)] &)

C(Srr t) = 5:(1 + B;EJ':’ A [qb{f} (:f_f:}

Czwartym modelem wyceny wykorzystujacym transformate Fouriera jest
model D. Batesa (2006, s. 909-956) (okreslany dalej jako BS-B). Jego konstrukcja
oparta jest na niewielkiej modyfikacji koncepcji M. Attariego (2004). Podobnie
jak poprzednio, formuta (6) ulega przeksztatceniu, z tg jednak rdéznica, ze w tym
przypadku wygenerowany wzor przyjmuje nastepujaca postac:

C(5,0) = So= e TR [¥ L 4(5,10,)dS, — e 7 KG(5;10,)dS; (13)

Nastepnie, wzor (13) jest modyfikowany poprzez zamiang cen aktywow bazo-
wych i wykonania na logarytmiczne wartosci rozpatrywanych wartosci. Ostatecz-
nie, obliczane sa kolejno transformata Fouriera dla funkcji gestosci prawdopodo-
bienstwa g(S;|Q,) oraz odwrotna transformata Fouriera. Pozwala to wyznaczy¢
warto$¢ opcji zgodna z ponizszym wzorem:

oo g5k
C(50t) = Sg— e TR (F+ 2[R [ Fm0@]a) (19

Pigtym modelem opartym na transformacie Fouriera jest model A. Lewisa
(2001) (metoda okreslana dalej jako BS-Le). W ramach zaproponowanego pode;j-
$cia warto$¢ kontraktéw bazujacych na prawach pochodnych okreslana jest poprzez
wielokrotne przeksztatcenie wzoru (6). Na poczatku, w ramach podejmowanych
czynnosci, dokonywane jest podstawienie: s7 = [nSy oraz wyznaczana jest trans-
formata Fouriera zmodyfikowanej funkcji wyptaty analizowanych instrumentow
finansowych. Ostatecznie, odwotanie si¢ do definicji uogélnionej transformaty
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Fouriera pozwala okresli¢ warto§¢ europejskiej opcji kupna w modelu F. Blacka
i M. Scholesa w nastepujacy sposob:
= rir-t i
o A%Ke T cm A T 15
c(s,H=s-= 2 iﬁ[¢ (u z)u_=+§] du (15)

Sz6stym modelem wyceny opcji, w ktorym wykorzystywana jest transforma-
ta Fouriera, jest model A. Liptona (2002) (metoda okreslana dalej jako BS-Li).
Punktem wyjscia przeprowadzonej analizy sg przeksztatcenia wykonane w ramach
poprzedniego podej$cia. Znajac sposob wyznaczania funkcji charakterystycznej
przy zatozeniu, ze § =y — é, tj.:

¢(u—1)= o574 (16)

mozna latwo obliczy¢ ceng teoretyczng europejskiej opcji kupna, tj.:

(Do 450

'rﬂ R [ u? —i ] du (17)

—-r(T-1t]
c(s.t)=5, - —

3. Nowy model wyceny opji
oparty na transformacie Fouriera

Nowe podejscie (oznaczone dalej jako BS-Au), pozwalajace wyceni¢ opcje
przy wykorzystaniu transformaty Fouriera, sklada si¢ z kilku etapéw. Na poczat-
ku dokonana jest nastepujaca zamiana zmiennych: s7 = [nSy oraz k = [nK, ktéra
umozliwia wyrazenie wartosci opcji kupna zgodnie ze wzorem (6). Nastepnie,
prawa strona réwnania (6) rozbijana jest na dwie czesci, tj.:

C(S.t) = g™ (T=0) f: eTq(srl0,)dss — e () I: e“q(s10,)dsy (18)

Dla pierwszej z nich wyznaczana jest transformata Fouriera tak jak w modelu
G. Bakshiego i D. Madana (2000, s. 205-238), tj.:

: e &T§(s7lnda
1 — ™ Lifk —‘r(T—c}j?f 8 " ST /ST pon sT = ]
':PT (f} Jr_m g [E J':’ Fgrﬁ(-?rmr}d-?r .rk g q{:‘gT|ﬂE}d‘ST dk (19)
Warto zauwazy¢, ze f: eTg(s+|0,)ds, moze by¢ traktowana zar6wno jako

funkcja charakterystyczna g(s|Q,) przy & = —i, tj. ¢(—i), jak i warto$é ocze-
kiwana zmiennej Sy. Pozwala to przeksztalci¢ wzor (19) do ponizszej postaci:
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(F—i)
wi() = Sf—}i f-a (20)

Dla drugiej czesci rownania (18) wyznaczana jest transformata Fouriera
W nastgpujacy sposob:

= o]

P2(E) = [= e¥* [~ e*§(s10,)dsydk = 250 @1

if+1

Odwroécenie transformat Fouriera oraz wstawienie ich do wzoru (18) pozwala
ostatecznie otrzyma¢ wzor na cen¢ opcji kupna, tj.:

B S JE S L 1t S U
C(S.t)=e e d&

-1
_ 22)
=gy 1 oo _iEp p(F—i) (
—eT(T E}EI_ME ifk @Tl!df
Po uproszczeniu formuta (22) moze by¢ zapisana jako:
—1lc _ —w(T-e)1 = —ifk ¢ (£-4) 23
C(S“t} z"‘;t € 'rr'r']' ﬁ[e f{(fﬂi}] df 23)

4. Szybkosc obliczeniowa

Znajomos¢ formut analitycznych na wycen¢ opcji pozwala dokona¢ pomiaru
szybko$ci generowania wartosci teoretycznych kontraktow w ramach kazdego
z uwzglednionych podejs¢. Czas, ktory jest potrzebny do okreslenia cen modelo-
wych instrumentow finansowych bazujacych na prawach pochodnych, jest wyzna-
czany przy zalozeniu, ze stosowne kody napisane sa w pakiecie Mathematica 7.0
uruchamianym na komputerze z procesorem Intel 15-4210U CPU @ 2,40 GHz
z pamigcia RAM réwna 6 GB. Przy obliczeniach przyj¢to zatozenie, ze cena
wykonania opcji wynosi 60, zmienno$¢ dochodowosci aktywa bazowego oraz
stopa zwrotu wolna od ryzyka ksztaltuja si¢ na poziomie 5%, a okres pozostajacy
do wygasnigcia zmienia si¢ z /T = 0,01 do #T = 0,05, a nastgpnie do #7 = 0,09.
Wyniki otrzymane dla kontraktéw in-the-money (ITM), at-the-money (ATM) oraz
out-of-the-money (OTM) w roznych okresach do wygasnigcia prezentowane sg
w tabeli 1.

Z informacji zawartych w tabeli wynika, ze wycen¢ teoretyczng opcji euro-
pejskich mozna otrzymac¢ najszybciej, stosujac metode BS. Nie powinno by¢
to zaskoczeniem, gdyz jest to jedyne podejécie, sposrod uwzglednionych, ktore
ma charakter analityczny. Najwolniej wyceng kontraktow bazujacych na prawach
pochodnych mozna wygenerowac, wykorzystujac podejscia BS-CM i BS-A. Pozo-
state sposoby wyznaczania wartosci opcji nalezy traktowac jako rownorzgdne pod
wzgledem szybkosci obliczeniowe;.
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Tabela 1
Poréwnanie szybkosci obliczeniowej wyceny europejskich opcji kupna metodami bazuja-
cymi na transformacie Fouriera

Czas do wygasniecia dla réznych kategorii opcji (w sekundach)
OTM (S, = 55) ATM (S, = 60) ITM (S, = 65)
t/T=0,01|#/T=0,05 |#/T=0,09 |#/T=0,01 | #/T=0,05 | t/T=0,09 | #/T=0,01 | ¢/ T=0,05 | #/ T=0,09
BS 2,0x10°15 | 1,6x10-15 | 2,8x10-15 | 1,5%10-15 | 1,4x10-15 | 2,3x10-15 | 1,7x10-15 |3,33%10-16|6,28x10-16
BS-BM | 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BS-CM | 0,05 0,03 0,03 0,05 0,03 0,05 0,05 0,03 0,05
BS-A 0,05 0,05 0,03 0,05 0,05 0,03 0,05 0,05 0,03
BS-B 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BS-Le | 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BS-Li | 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BS-Au | 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02

Zrédto: opracowanie wiasne.

5. Analiza btedu obliczeniowego

W celu ostatecznego wyboru najbardziej efektywnego rozwigzania, sposrod
omawianych, obliczane sg r6znice pomi¢dzy cenami teoretycznymi generowanymi
przez model BS i poszczegdlne podejscia wykorzystujace transformate Fouriera.
Podobnie jak poprzednio, przedmiotem analizy sa opcje, ktorych cena wykonania
wynosi 60, odchylenie standardowe dochodowosci aktywa bazowego oraz ren-
townos¢ instrumentdw wolnych od ryzyka ksztattujg sie na poziomie 5%, a czas
pozostajacy do wygasnigcia zmienia si¢ zz/T = 0,01 do ¢/T = 0,05, a nastgpnie
do ¢/T = 0,09. Otrzymane wyniki prezentowane sg na wykresach 1-7.
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Wykres 1

Réznice pomiedzy teoretycznymi cenami opcji kupna wyznaczonymi metoda BS
oraz BS-BM dla opcji OTM, ATM i ITM

Roéznica pomiﬁidzy cenami opcji kupnlf w modelacih

BSiBS BM |Sy! 55,KI 60,r! 0,05 dlatl 0,1
4.0 100 1
= 20100
m
> h
M 0 [
2120 106
| 4.0 10 0
00 02 04 06 08 10
Czas do wykupu M
Réznica pomic‘dzy cenami opcji kupnT W mot <:1acT1
BSiBS BM Syl 60,KI 60,1 0,05 dlat] |0,
4.0 10 ©
= 2,100
m
2 0 1
B2 106
4. 10
00 02 04 06 038 10
Czas do wykupu |t
Roéznica pomiz‘dzy cenami opcji kupn\‘a W Mo elacih
BSiBS BM |Spl 65,K] 60,1l 0,05 dlat 0,1
4010 0 li
4
N N |
E 2.1 10
= 0 S e
R 12106
RRTE1Y
1
00 02 04 06 08 10

Zrodto: opracowanie wilasne.

Czas do wykupu M
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Wykres 2

Réznice pomiedzy teoretycznymi cenami opcji kupna wyznaczonymi metoda BS
oraz BS-CM « = 1 dla opcji OTM, ATM i ITM

BS! BSICM

BS! BSI CM

BS| BSI CM

d106
J 100
0
d10
A =

110

110

110

110

Roznica pomigdzy cenami opcji kupna w modelach
BSiBS CM |Sy) 55,KI 60,r] 0,05 dlatl [0, 1]

00 02 04 06 08 10

Czas do wykupu |t]

Roéznica pomigdzy cenami opcji kupna w moglelach
BSiBS CM |Syl 60,KI 60,r] 0,05] dlat! |0, 1
| 6

o o
]
o

snnss

f

00 02 04 0.6 08 10

Czas do wykupu |t

Roznica pomigidzy cenami opcji kupné w moTelaclh

BSiBS CM |S,! 65,Kl 60,r] 0,05 dlat] |0, 1
10l ©
10 ©
0 i = o
1
10' |
100 © I
00 02 04 06 08 10

Czas do wykupu |t]

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Wykres 3

Réznice pomiedzy teoretycznymi cenami opcji kupna wyznaczonymi metoda BS
oraz BS-A dla opcji OTM, ATM i ITM

BS! BSI'A

=

2.]

BS! BSI A

&

BS! BSI A

Roznica pom

¢dzy cenami opcji kupna w deeljch
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Roéznice pomiedzy teoretycznymi

Wykres 4
cenami opcji kupna wyznaczonymi metoda BS

oraz BS-B dla opcji OTM, ATM i ITM
Roznica pomiqdzy cenami opcji kupra W m delT:h
BSiBS B[Sy 55,K! 60,r] 0,05 dlatl 0,1
4] 100 0 §=|
il
m 20100 &1
@ |
@ 0 :
» !
AN L
|
6
| 4.1 10 i
00 02 04 06 08 10
Czas do wykupu _IJ
Roéznica pomigdzy cenami opcji kupra \ mﬁ)del' ch
BSiBS B Syl 60,K| 60,r 005 dlatl 0,1
4106} E
H
o &
m 2. 10 H
@ H
] 0 ; 71 5
o :
2, 0ol B
]
of 1
4.1 10 {
00 02 04 06 08 10
Czas do wykupu _IJ
Roéznica pomigdzy cenami opcji kupﬂw A deel«ﬂch
BSiBSI B|Sy! 65,K! 60,1l 005] dlatl |0, 1
4110 01
1
m 2.0 100 :
w2
F 0 Fpr—tr 2
= s
A2 106
4.0 100
00 02 04 06 08 10

Zrodto: opracowanie wiasne.
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